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I. INTRODUCTION

L’inégalité de Markov sur des sous-ensembles de R™ a été étudice dans les
cas ou la frontiere présente une certaine régularité, par exemple pour les
compacts convexes dans [2] ou encore pour les ouverts & bord lipschitzien
dans [1]. Nous nous proposons de montrer ici, en nous limitant a R2 que I'on
peut établir une inégalité de Markov dans certains domaines présentant des
effilements.

Pour tout sous-ensemble E de R? et pour toute fonction f définie sur £ on
note Hf‘wt = SUP(z,9)eE ‘f(x, y)\’

Soit p>1 et E, ={(x,y)eR%0 <y <x"0<x<1}. On note H,
I'ensemble des polynomes de deux variables réelles, de degré total au plus .
Le but de cet article est d’établir le résultat suivant:

THEOREME. Pour tout n € N* et pour tout Pe H,:
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De plus les constantes n* et n*v sont optimales en ce qui concerne I'exposant.

2. INEGALITE DE MARKOV POUR QUELQUES ENSEMBLES SIMPLES

Dans tout ce paragraphe, P e H,
Soit Dy = {(x, y) e R¥ ' x| << I, | y| < I}. Linégalit¢ de Markov clas-
sique (en une variable) donne immédiatement:
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Fi1G. 1. L’ensemble D, .

Soit D, le parallélogramme construit sur les vecteurs (x«, 8) et (y, 8)
(voir Fig. 1). Un changement de variables nous raméne au cas précédent et

nous permet d’obtenir:

\Zx 2<2(|B|’*’|8|)|a8_ﬁylﬂ1n2‘
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ey lip, ,3‘)/ P

Soit 4 =(0,0), B=(b,0), C=(b,c), D=1(b/2,c/2),

E = (b)2, 0),

F = (b, ¢/2) et D, le triangle de sommets A, B, C. On peut recouvrir D, par
les trois parallélogrammes EDFB, ADFE, CDEF (voir Fig. 2). En appliquant

le résultat précédent nous avons alors:
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FiG. 2. L’ensemble D, .
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3. INEGALITE DE MARKOV POUR E,

LeEmME 1 ([3, p. 43]). Soit I un intervalle borné de R, h > 1 et I(h)
Uintervalle obtenu a partir de I par une homothétie de centre le milieu de I et de
rapport h. Pour tout polynome R d’une variable réelle, de degré au plus n on a:

sup | R(x)| < (h + (F* — 1)'3)" sup [ R(x)|.

xel‘h)
Soit E,, ={(x,y)eR®n? <x<1,0<<y < x4,
COROLLAIRE. Si Q € H, (n == 2) alors:
1Q1e, <€ Qleg,, - (5)
DeMONSTRATION. 1l est clair (en fixant la variable y) qu’il suffit de montrer
que pour tout polyndme R d’une variable, de degré au plus #n (n == 2) on a

SUPgefo.11 | R(X)| < e supern-2.11 | R(x)|. Pour cela on applique le Lemme |
avec h == (n? — 1)"(n® +- 1) et 'on a bien, pour n = 2:

(h + (h2 _ 1)1/2)71 = (1 + 2n — 1)*l)n < e/~ L ot

LEMME 2. Pour tout n € N* et pour tout P € H, on a:

cP oy / ol bl
)\‘ X “Ep,n = 8,0712 h £ “Ep ’ (6)
P
— <8 | Pl .
éf}’ ‘JE,,‘,, 8 | Ey (7)
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Fic. 3. Le triangle 7,.
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FiG. 4. Les valeurs minima de b et ¢.

DEMONSTRATION. La méthode consiste a recouvrir £, , par des triangles
du type D, contenus dans E, (voir Fig. 3). Plus précisément soit T, le triangle
dont les cotés sont portés par la droite x = 1, la droite y == 0, la tangente 4 la
courbe y = x?aupointx - a.Onak,,CU,2.., T.CE,. Enreprenant
pour T, les notations précédemment utilisées pour D, on a (voir Fig. 4):
b=pl, ¢ 2pn*? — (p— yn2r = p*2 Les inégalités (6) et (7)
résultent alors immédiatement de (3) et (4).

Compte tenu de (5), ceci acheve la démonstration de (1) et (2) pour n .= 2.
Mais pour n - | il est clair que

lal = 2 ax +- by« ¢ ¢ et ibhl = 2 ax - by ¢ g
car i ax | by 4 ¢lig, — Max(jc |, b+ ci.la-+ b1 ¢y, done (1) et (2)
sont encore vérifiées.
4. OPTIMALITE DES EXPOSANTS

Nous adoptons les notations de [4, ch. V] pour les polyndmes de Jacobi
et la notation 7', pour les polyndomes de Tchebicheff (T, (cos 8) := cos n#).

L’optimalité de I'exposant 2 dans (1) est obtenue en considérant par exemple
les polynomes T,(1 — x).
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Pour démontrer I'optimalité de I'exposant 2p dans (2), nous prendrons les
polyndmes

Uspx, 1) PE(L = O[T (1 - ») — 1],
Pour 0 = x <. n~2 nous avons [4, p. 168]:
| PE"2 (1 — X)| = Cyi?r.

Dans E, si x <. n72, alors 0 <C y < n7*” et donc en utilisant la formule de
Taylor a I'ordre 1 et I'inégalité de Markov en une variable:

Tull —3) = 1| = [To(1) = 1|+ » sup | T'(2)| < n2-2r,

zel-1,1]

Donc dans Ez,, pour X <2 | Ugnlx, )| << Cnt.
Pour n7? < x <{ | posons | — x == cos #. On aura alors

g~ 221 et x < )62 (8)

donc d'aprés [4, p. 169]: | PEP2(1 — x)| <. C,0-27"1720172 Par ailleurs
(comme pour le cas précédent):

| T,(1 —y)y — 1] < yn? < xPn?

mais aussi | T,(1 —y) — 1| =2
Donc si x? <{ 2n72 alors d’apreés (8):

FUgn(x, y) = C20-20-12p71 2502 L Cyn®
et si x* "= 2n72 on a d'apres (8) 2=+ = 2n~% donc:
| Usp(x, ¥)| =0 2C,07-20-12p-172 <= C n2,

En résumé | U,, e, < < Cynt
Par ailleurs d’ apres [4, p. 168]:

(U)n (0, O)‘ ‘P(n ”’)(l) 7’ (])r C)]Zpu
donc
e (/Yo,l - 2p | :
; ﬁ__! = C7/7hl ! (/271 E,

1

ce qui montre I'optimalité de I'exposant 2p dans (2).



154 PIERRE GOETGHELUCK
BIBLIOGRAPHIE

1. M. S. Baouenpi e C. GouLaouic, Approximation polyndmiale des fonctions C* ct
analytiques, Ann. Inst. Fourier 21 (1971), 149-174.

2. C. CoATMELEC, Approximation et interpolation des fonctions différentiables de plusieurs
variables, Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. Sér. 3 83 (1966), 271-341.

3. G. G. LorenTz, “‘Approximation of Functions,” Holt, Rinehart & Winston, New York,
1964.

4. G. SzgGo, “Orthogonal Polynomials,” A.M.S. Coll. Pub. Vol. 23, Amer. Math. Soc.,
New York, 1959.



